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Účelem práce je porovnání dvou metod výpočtu ohybové čáry nosníku, řešení diferenciální 
rovnice ohybové čáry a metody založené na singulárních funkcích. Nosník je zatěžován v 
pružné oblasti různými typy zatížení. Singulární funkce umožní stanovit jednotný postup 





ohyb nosníku, diferenciální rovnice ohybové čáry, singulární funkce, Macaulayovy funkce, 




The aim of this work is to compare two methods of calculation deflection curve of the beam, 
by means of the solution of differential equations and by singularity functions. The beam is 
loaded by various linear elastic loadings. Singularity functions enable to determine uniform 





deflection of the beam, differential equation of the deflection curve, singularity functions, 
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1.Úvod 
 
Cílem práce je porovnat klasický diferenciální přístup řešení ohybové čáry nosníku, 
který byl probrán v předmětu 4PP, s metodou využívající singulární funkce a ukázat 




Nejprve zavedeme pojem singulární funkce. Potom na konkrétním příkladu srovnáme 
náročnost řešení pomocí dvou rozdílných metod, tj. výpočet založený na postupné integraci 
diferenciální rovnice ohybové čáry a výpočet  využívající singulární funkce. Metodu 
využívající singulární funkce zapíšeme v programovém prostředí Maple.  
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2. Zavedení singulární funkce 
 
2.1. Definování pojmů 
 
V literatuře je „singulární funkce“ označována  jako „funkce nespojitosti“, protože 
termín singulární funkce vnáší nejasnost mezi dva druhy funkcí, které se řídí rozdílnými 
matematickými zákonitostmi. Dostupná literatura rozděluje „funkce nespojitosti“ na 
Macaulyho funkce a na singulární funkce. Uvádí, že Maucalayovy funkce nemají singularity. 
My budeme k řešení používat jak funkce Macaulayho, tak funkce singulární. 
 
2.2 Funkce nespojitosti [1] 
 
Funkce nespojitosti jsou využívány v rozmanitých technických aplikacích, 
zahrnujících deformaci nosníku, elektrické obvody a přenos tepla. Tyto funkce jsou 
pravděpodobně nejsnadnější na pochopení, když se aplikují na nosníky, a proto studium 
mechaniky materiálu nabízí výbornou příležitost seznámit se s nimi. Matematika těchto 
funkcí je popsána v této části a také uvidíme, jak tyto funkce fungují k znázornění zatížení 
nosníku. V další části je použijeme k určení ohybové čáry nosníku.  
Unikátní vlastnost funkcí nespojitosti je, že dovolují zapsání nespojité funkce pomocí 
jediného výrazu, zatímco více konvenční přístup vyžaduje, aby nespojitá funkce byla 
popsaná sérii výrazů, jedna pro každý úsek, ve kterém je funkce odlišná. Například, když se 
zatížení nosníku skládá z kombinace zatížení osamělými silami či silovými dvojicemi a  
spojitého zatížení, můžeme toto zatížení popsat  pomocí funkcí nespojitosti jedinou rovnicí 
aplikovanou na celou délku, zatímco běžně musíme napsat samostatné rovnice pro každou 
změnu zatížení. Podobným způsobem můžeme vyjádřit posouvající síly, ohybové momenty 
nebo natočení a průhyb nosníku pomocí jediné rovnice. 
Další kapitoly jsou věnovány popisu dvou funkcí, které jsou označovány jako 
Macaulayho funkce a singulární funkce. Ačkoli tyto funkce jsou rozdílně definované a mají 





2.2.1 Macaulayovy funkce [1] 
 
Macaulayovy funkce jsou používány k znázornění průběhů, které „začínají“ pro 
určitý bod osy x (např. x = a) a mají hodnotu nula pro x a< . Například, jedna 






0)( 11  (2.1) 
 
V této rovnici je x nezávislá proměnná, a je hodnota proměné x, pro kterou funkce 
“začíná“.  Špičaté závorky ( nebo lomené závorky ) jsou matematickým symbolem pro funkce 
nespojitosti. V případě funkce F1 nám špičaté závorky říkají, že funkce má hodnotu nula pro 
ax ≤  a hodnotu rovnou x-a pro ax ≥ . Graf této funkce, nazývaný  jednotková lineárně 
rostoucí funkce(ang. org: unit ramp function), je na obrázku 2. 
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)()(  (2.2) 
n = 0,1,2,3,… 
 
Z této definice vidíme, že Macaulayova funkce má hodnotu nula nalevo od bodu x = 
a a hodnotu x = (x-a)n napravo od tohoto bodu. Kromě případu  n = 0, který je diskutován 
později, se funkce x = a rovná nule. Je tedy zřejmé, že pro všechna x a≤  bude mít 
Macaulayova funkce hodnotu nula. V ostatních případech Macaulyouvu funkci upravíme 
prostou náhradou špičatých závorek oblými závorkami. 
Předchozí definice Macaulayovy funkce platí pro hodnoty n rovné kladným celým 








0  (2.3) 
 
Tato funkce má svislý „schod“ v bodě nespojitosti x = a. V tomto bodě x = a má také 
dvě hodnoty, nula a jedna. Funkce F0, nazývaná funkce jednotkového skoku (ang. org.:unit 
step function), je znázorněna v tabulce 1. 
Funkce jednotkového skoku je také známá jako Heavisideova skoková funkce (ang. 
org.: Heaviside step function), označená H(x - a), po Oliveru Heavisideovi, fyzikovi a 
elektroinženýrovi.  
Macaulayovy funkce vyšších stupňů mohou být popsány pomocí funkce 
jednotkového skoku, následovně: 
 
( ) 00 )( axaxaxxF nn −−=−=  (2.4) 
 
Tuto rovnost můžeme snadno potvrdit srovnáním (2.2) a (2.3). 
 
Některé základní matematické operace, jako sčítání, odečítání a násobení konstantou, 
mohou být provedeny na Macaulayových funkcích. Důležité je, že funkce y mající různé 
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vyjádření pro různé úseky osy x může být zapsaná do jediné rovnice použitím 
Macaulayových funkcí. 
Macaulayovy funkce mohou být integrovány a derivovány podle vzorců uvedených 
v posledním sloupci tabulky 1. Tyto vzorce mohou být ověřeny pomoci běžné integrace a 
derivace ve dvou úsecích ax ≤  a ax ≥ . 
Jednotky Macaulayových funkcí jsou stejné jako jednotky , takže F0 je 
bezrozměrná, F1 má jednotky x, F2 má jednotky x2 atd. 
nx
Používání speciálních závorek pro funkce nespojitosti bylo předvedeno anglickým 
matematikem W.H. Macaulaym v roce 1919. Proto jsou  tyto závorky  často nazývány jako 
Macaulayovy závorky. Macaulay používal závorky složené { } k identifikaci svých funkcí. 
Později byly ale složené závorky nahrazeny závorkami špičatými < >.  
 








0)(  (2.5) 
n = -1,-2,-3,.. 
 
Z uvedené definice singulárních funkcí je zřejmé, že tyto funkce jsou definovány pro 
hodnoty n rovným záporným celým číslům, zatímco Macaulayovy funkce jsou definovány 
pro kladná celá čísla a pro nulu. 
Špičaté závorky sice určují oba druhy funkcí, ale jejich definice je odlišná. Singulární 
funkce mají všude hodnotu nula s výjimkou singulárního bodu x = a. Singularity nastávají, 
protože pro záporné n má funkce (x -  a)n pro x = a  hodnotu nekonečno.  
Dvě často používané funkce jsou zobrazeny v tabulce 1. Impulsová funkce druhého 
řádu (ang. org.:unit doublet function) 2n = −  má singularitu, která může být znázorněna 
dvěma šipkami nekonečně dlouhými, jedna směřuje nahoru a druhá dolů, umístěnými 
nekonečně blízko sebe. Tato funkce nám tedy popisuje osamělou silovou dvojici. Z tohoto 
důvodu je impulsová funkce druhého řádu známá také jako jednotkový moment (ang. org.: 
unit moment). Třetí běžné označení je dipól. 
Jednotková impulsová funkce (ang. org.:unit impulse function)  má také pro 1n = −
x a=  hodnotu nekonečno. V tomto případě ale může být znázorněna jako jediná šipka, jak 
ukazuje tabulka 1. Funkce tedy v tomto případě popisuje osamělou sílu. Přestože si tuto sílu 
zavádíme jako sílu působící v bodě, tedy v nekonečně malé oblasti, ve skutečnosti je ale tato 
oblast působení konečná. Proto i tato síla bude mít konečnou velikost, která bude ovlivněna 
velikostí oblasti jejího působení. Pro tuto funkci se také používá název jednotková síla (ang. 
org.:unit force).  
Terminologie jednotková pochází z používání této funkce v dynamice, kde osa x je 
časovou osou. Ve fyzice a matematice je tato funkce  označována )( ax −δ  a je nazývána 
Diracova delta funkce (ang. org.: Dirac delta function) , nazvaná po  anglickém teoretickém 
fyzikovi Paulu A. M. Diracovi (1902 – 1984), který ji popsal. 
Singulární funkce jsou často nazývány jako patologické funkce nebo nepravé funkce, 
protože nejsou spojité a derivovatelné v x = a. Avšak singulární funkce mohou být 






nF dx x a dx x a F
n
+
n+−∞ −∞= − = − =
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Dosazením do rovnice (2.6)  za 2n = −  a 1n = −  vidíme, že integrací impulsové 
funkce druhého řádu dostaneme jednotkovou impulsová funkce a integrací jednotkové 
impulsové funkce dostaneme funkci jednotkového skoku, což je uvedeno i v tabulce 1 
v posledním sloupci. 
 Jednotky singulárních funkcí jsou opět jako v případě funkcí Macaulyových shodné 
s jednotkami xn. Impulsová funkce druhého řádu má tedy jednotky 21 x a jednotková 
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2.4. Tabulka silových zatížení popsaná funkcemi nespojitosti [1] 
 














































































































Prut je namáhán prostým ohybem. Nutným  předpokladem řešení je, že dochází 
k malým deformacím. Z podmínek statické rovnováhy určíme stykové síly a průběhy VVÚ. 
Při samotném řešení ohybové čáry vycházíme z diferenciální rovnice ohybové čáry 
´´ OMw
EJ
= − . Tato rovnice je řešitelná přímou integrací. Integrační konstanty dostaneme 




3.2.1 Statický rozbor 
 
Neznámé nezávislé parametry: { } 3,, ==→= FBZAZAX FFFNP  μ μ
 
Použitelné podmínky statické rovnováhy: 
νπ - obecná rovinná soustava 312= =+=+→ MFν νν  
 
Stupeň statické neurčitosti: 
uložení je staticky určité s = →=−−= 033μ ν
 








3.2.3. Výsledné stykové síly 
 
Stykové síly určíme z podmínek statické rovnováhy. 
 
:xF                                                                                                                     (3.1) 0=AXF
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=+⋅+⋅− MLFLF BZ    L
MFFBz −=⇒ 3
1  
                                                                                                                       (3.3) BzAz FFF −=
L
MFFAz += 3
2                                                                                                                      
(3.4) 
 
3.2.4. Výsledné vnitřní účinky 
 





Podmínky statické rovnováhy na intervalu  I: 
3






AzI FT =  






2                                                                                          (3.5)                
 
 





LLxII ∈  
 
 
























                                  (3.6) 
              





FFT AzIII −=  




























3.2.5. Natočení a posuvy 
 
Získané funkce ohybových momentů (3.5), (3.6), (3.7) dosadíme do diferenciální 
rovnice ohybové čáry. První integrací této diferenciální rovnice získáme rovnici pro natočení, 


























































































































































=                                                   (3.10) 
 
 
Určení integračních konstant: 
 
a) z vazbových podmínek prutu: 
 
V místě vazeb nemůže dojít k průhybu prutu: 
 
00 =⇒= II wx  
 
000 2 =++ C  
 























b) z podmínky spojitosti a hladkosti ohybové čáry v místě změny funkce MOI, MOII, 
MOIII: 
 
Protože ohybová čára musí být spojitá hladká, bude pro rozhraní jednotlivých intervalů 
(místa změn funkcí MO) platit, že hodnoty funkcí popisující posuvy a natočení v sousedních 
intervalech si jsou v tomto bodě rovny. 
 
v místě působení síly F : 
3
LxI = , 3
LxII =  musí tedy být průhyb zleva i zprava stejný, tj. 












































Také natočení musí být v tomto místě zleva i zprava stejné (hladkost deformované střednice), 
tedy 
´´
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V místě působení silové dvojice M : 
3
2LxII = , 3
2LxIII = , 






























































































































































53 =−  
 
Soustavu lineárních rovnic vyřešíme v programu Maple. 
 
bxA =⋅   









































































































































3.2.6. Rovnice ohybové čáry 
 
Interval I: 
Dosazením integračních konstant do rovnice (3.8) dostaneme funkci popisující ohybovou 
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Nejprve s pomocí tabulky 2 vytvoříme zatěžovací funkci. Je zapsána pomocí 
singulárních a Macaulayových funkcí zatěžovací síly a momentu. Následně integrujeme 
s pomocí integrálů z tabulky 2 a získáme postupně posouvající sílu, ohybový moment, 





4.2.1. Úplné uvolnění 
 
 
4.2.2 Zatěžovací funkce 
 
Podle tabulky 2 zapíšeme zatěžovací funkci obsahující posouvající sílu, silovou 












4.2.3. Posouvající síla 
 




dTxq =−  
 
Integrací zatěžující funkce (4.1) získáme posouvající sílu. Integrujeme podle 
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4.2.4. Ohybový moment 
 





)( =  
 








LxFLxMLxFxFxM BzAzO −+−−−−=                                               (4.3) 
 
 
Velikosti stykových sil  a  získáme z okrajových podmínek. Nepatrně za 
koncem nosníku jsou ohybový moment a posouvající síla nulové. Položíme rovnice (4.2) a 
(4.3) rovny nule a dosadíme za 
AzF BzF
x L= :  
 




























⎛ +=         
    (4.4) 
  
Ohybový moment (4.4) dosadíme do diferenciální rovnice ohybové čáry. 
 
EJ
Mw O−=´´  
 

























xMw O          
(4.5) 
 
4.2.5. Natočení a posuvy 
 
 






















































V místě vazeb nemůže u nosníku dojít k průhybu. Z těchto dvou okrajových 
podmínek vypočteme integrační konstanty a . Do rovnice ohybové čáry (4.7) dosadíme 
za  x nulu a následně L (
1C 2C
0=x Lx = ) a levou stranu položíme rovnu nule ( ): 0=w
 
02 =C , 981
5 2
1
MLFLC +=  
 
4.2.6. Rovnice ohybové čáry 
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5.3. Zatěžovací funkce 
 
( ) 1110000 −−− −−−+−−−−= LxFcxFbxFaxqxqxq BzAz  
 




dTxq =−  
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)( =  
( ) 1112020 2
1
2
1 LxFcxFbxFaxqxqxM BzAzO −+−−−+−+−=  
 
EJ










w BzAz  
 












































5.7. Výsledky pro konkrétní hodnoty vypočtené programem v MAPLE 
 
ma 3.0=  
mb 6.0=  
mc 9.0=  
mL 2.1=  
md 04.0=  




MpaE 102 ⋅=  
 
 
Z okrajových podmínek určíme stykové síly a konstanty 
 ( ) 0=LT , ( ) 0=LM  , NFAz 1945=⇒ NFBz 595=  
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6. Závěr 
 
Metoda využívající singulární funkce umožňuje popsat zatížení nosníku pomocí jediné 
rovnice bez ohledu na počet změn dílčích zatížení. Proto je mnohem jednodušší a 
přehlednější. Tím je také možné postup řešení snadněji algoritmizovat. K získání funkce, 
popisující tvar ohybové čáry lze využít jednotný postup a to vede k jednoduššímu zavedení 
počítačového zpracování standardních úloh z pružnosti a pevnosti. 
 
Rozpracování této metody k formálně jednoduchému řešení by vyžadovalo vytvoření 
podprogramů v příslušném programovém prostředí, které by umožnily automaticky stanovit 
jednotlivé kroky řešení, ovšem rozsah takovýchto podprogramů by překročil požadavky na 
bakalářskou práci. 
Přesto lze konstatovat, že předložená práce ukazuje základní směry použití algoritmizace jak 
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Seznam použitých zkratek a symbolů 
 
VVÚ Výsledné vnitřní účinky 
NP Neznáme parametry 
  
T  Posouvající síla [N] 
oM  Ohybový moment [Nm] 
F  Zatěžující síla [N] 
AzF  Styková síla ve vazbě A ve směru osy z   [N] 
BzF  Styková síla ve vazbě B ve směru osy z   [N] 
M  Silová dvojice  [Nm] 
´w  Natočení střednice  [rad] 
w  Posuv střednice  [m] 
E  Modul pružnosti v tahu   [MPa] 
J  Osový kvadratický moment   [m4] 
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Seznam příloh 
 
Příloha 1: Výpočet průhybu nosníku dle přístupu s využitím singulárních funkcí 
použitím programu v Maple 




Výpočet průhybu nosníku dle přístupu s využitím singulárních funkcí 






Specifikace speciálních funkcí: 
 
> Fm2:=proc(x,m)::float; 
  if x<>m then  
    return 0 
  else 
    return [infinity,-infinity] 
  end if 
end proc: 
   
> Fm1:=proc(x,m)::float; 
  if x<>m then  
    return 0 
  else 
    return infinity 




  if x<=m then  
    return 0 
  else 
    return 1 




  if x<=m then  
    return 0 
  else 
    return x-m 




  if x<=m then  
    return 0 
  else 
    return (x-m)^2 




  if x<=m then  
    return 0 
  else 
    return (x-m)^3 




  if x<=m then  
    return 0 
  else 
    return (x-m)^4 




  if x<=m then  
    return 0 
  else 
    return (x-m)^5 
  end if 
end proc: 
 






Z x FA ( )Fm1 ,x 0 q ( )Fp0 ,x a q ( )Fp1 ,x ab
q ( )Fp1 ,x  + a b
b−  +  −  +  →  := 










T x FA ( )F0 ,x 0 q ( )Fp1 ,x a 12




q ( )Fp2 ,x  + a b
b −  +  −  →  := 






Mo x FA ( )Fp1 ,x 0 12 q ( )Fp2 ,x a
1
6




q ( )Fp3 ,x  + a b
b −  +  −  →  := 







dW x 12 FA ( )Fp2 ,x 0
1
6 q ( )Fp3 ,x a
1
24




q ( )Fp4 ,x  + a b
b−  +  −  + 
⎛
⎝⎜⎜ →  := 
1
2 FB ( )Fp2 ,x  + a b
1









W x 16 FA ( )Fp3 ,x 0
1
24 q ( )Fp4 ,x a
1
120




q ( )Fp5 ,x  + a b
b−  +  −  + 
⎛
⎝⎜⎜ →  := 
1
6 FB ( )Fp3 ,x  + a b
1




W x 16 R1 ( )Fp3 ,x 0
1
24 q ( )Fp4 ,x a
1
120




q ( )Fp5 ,x  + a b
b−  −  −  + 
⎛
⎝⎜⎜ →  := 
1
6 R2 ( )Fp3 ,x b
1













:= ,a dim ,0.3 m  
:= ,b dim ,0.3 m  
:= ,L dim ,0.9 m  
:= ,d dim ,0.04 m  
:= ,F dim ,100 N  
 := ,q dim ,1800 Nm  
>  
> eq1:=T(L+1e-9*L)=0; 
 := eq1  =  −  + FA 369.9999996 FB 0  
> eq2:=Mo(L+1e-9*L)=0; 
 
 := eq2  =  −  + 0.9000000009 FA 135.0000003 0.3000000009 FB 0  
> sol1:=solve({eq1,eq2},{FA,FB}); 
assign(sol1); 





 := eq3  = C2E J 0  
> eq4:=W(a+b)=0; 
 := eq4  = −  +  + 0.9540000050 0.6 C1 C2E J 0  
> sol2:=solve({eq3,eq4},{C1,C2}); 
assign(sol2); 














> plot(W,0..L,title="Ohybová čára 
nosníku",labels=["x,[m]","W,[m]"],labeldirections=[horizontal,
vertical]); 
 
>  
 
